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Jedna z fundamentalnych zasad finansow jest brak mozliwos$ci arbitrazu na rynku finansowym. Mozna
tg zasadg wytlumaczy¢ tym, ze gdyby istniata mozliwos¢ arbitrazu, to inwestorzy mogliby uzyskac
nieograniczony majatek, zajmujac nieograniczong pozycje w portfelu arbitrazowym, przy zerowych
naktadach wtasnych srodkéw. Teoria zaktada, ze arbitraz jest zbyt dobra mozliwos$cia inwestycyjna,
aby byt prawdziwy. Znana historia mowi, ze banknot $100, ktory lezy na ulicy nie moze by¢
prawdziwy, bo gdyby byl, to by tam nie lezat'.

O arbitrazu — wstgpne rozwazania

Na rynkach finansowych mozemy jednak spotka¢ wszelkiego rodzaju arbitraze. Wigkszos¢ tych
mozliwosci wynika z faktu, ze te same aktywa moga by¢ w obrocie na ré6znych rynkach i pod réznymi
postaciami. Juz w XIX wieku finansi$ci zauwazyli, ze ceny ztota w Londynie i w Nowym Jorku byty
rozne. Kupujac ztoto w jednym miescie i sprzedajac je w drugim osiagali zyski nie ponoszac ryzyka.

Akcja jest zle wyceniona, jesli cena nie odpowiada jej cenie rownowagi. A jak okresli¢ rownowage?
U podstaw klasycznych teorii ekonomicznych leza niearbitrazowe mechanizmy. Najistotniejszym z
nich jest podaz i popyt. Stan rownowagi zaktada zbilansowanie tych dwdéch wielkos$ci i cena —
niezaleznie czy sa to opcje na indeks, akcje czy marchewka na targu — powinna to odzwierciedlac.

Tradycyjne podazowo — popytowe uzasadnienie stanu rownowagi ekonomicznej znajdujemy w
modelu wyceny aktywow kapitatowych (Capital Asset Pricing Model) CAPM. Natomiast brak
mozliwosci arbitrazu jest zwigzany z prawem jednej ceny. Podobne podejscie wida¢ w arbitrazowym
modelu wyceny (Arbitrage Pricing Theory) APT. Wedlug APT, to arbitraz a nie popyt i podaz
decyduja o relacji pomiedzy ryzykiem a zyskiem. Niezaleznie od poziomu ryzyka na rynku, arbitraz
wymusi taka sytuacje, w ktorej zaktadane zyski bgda proporcjonalne do wrazliwosci na to ryzyko.
Idea sprowadza sig do konstrukcji portfela wolnego od ryzyka.

Wycena wszelkich instrumentéw pochodnych oparta jest na hipotezie rynku efektywnego, ktora
mowi, ze na takim rynku nie ma mozliwosci arbitrazu. Chociaz w praktyce nie zawsze to jest prawda
jednak zatozenie o braku mozliwosci arbitrazu pozwala na znalezienie jedynej ceny instrumentu
pochodnego.

Klasyczne modele, stosowane do wyceny instrumentéw pochodnych czynia pewne zatozenia o
funkcjonowaniu rynku finansowego. Najwazniejsze z nich to:

e oprocentowanie kredytow i depozytow bankowych jest jednakowe i1 niezmienne w czasie
zajmowania pozycji arbitrazowej,

aktywa sa nieskonczenie podzielne,

nie ma kosztow transakcji,

istnieje mozliwos¢ zajmowania (nieograniczonych) dtugich i krotkich pozycji,

inwestorzy posiadaja jednakowy dostgp do wszystkich instrumentow i do informacji dotyczacych
cen (symetrycznos¢ informacji).

Rynek o takich cechach okresla si¢ mianem rynku doskonalego. Uzywa si¢ tez czgsto okreslenia
rynek bez tarcia (frictionless market).

Jak juz wspomnieliSmy, zdecydowana wigkszo$¢ modeli teoretycznych dotyczacych wyceny
instrumentow pochodnych, w tym kontraktow terminowych oraz opcji opiera si¢ na idei braku
mozliwosci arbitrazu na rynkach finansowych.

Mozliwoscig arbitrazu nazywany jest portfel gwarantujacy inwestorowi zysk w okreslonym
momencie T w przysztosci bez ryzyka poniesienia straty.

Chociaz mozliwosci arbitrazu pojawiaja si¢ na rzeczywistych rynkach finansowych, nie moga by¢
jednak trwale na nich obecne. Nie istnieje mozliwos$¢ generowania zyskdw bez ponoszenia naktadow
finansowych. Jak méwi znane przystowie na rynku nie ma takiej rzeczy jak darmowy obiad (there’s

no such thing as a free lunch).

' P. L. Berstein, Intelektualna historia Wall Street, WIG-Press, Warszawa, 1998.
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W istocie, arbitraz moze by¢ postrzegany jako niedostosowanie cenowe odpowiednich aktywow i gdy
tylko taka sytuacja pojawia si¢ na rynku, inwestorzy od razu ja wykorzystuja, dzigki czemu rynek
powraca do rownowagi. Jesli cena jednego instrumentu jest na rynku wyzsza, a drugiego nizsza, to
arbitrazysta zajmuje dtuga pozycje¢ w instrumencie tanszym, a krotka w drozszym.

Reasumujac, na rynku efektywnym nie istnieje mozliwosé¢ (permanentnego) arbitrazu. Ta
prawidtowos¢ stosuje si¢ do wigkszosci rynkow finansowych i problemu wyceny aktywow.

Ponizej przedstawimy nieefektywnos¢ rynku gietdowego w Polsce, w tym mozliwo$¢ zawierania
transakcji arbitrazowych na GPW. Zaczniemy od przypadku rynku doskonalego, p6zniej roszerzymy
rozwazania dla rynku rzeczywistego, czyli z kosztami transakcji. Te mozliwos$ci pokazemy
praktycznie dla wszystkich instrumentow pochodnych dostepnych na warszawskim parkiecie.

1. Transakcje arbitrazowe: rynek kasowy - rynek kontraktow futures

1.1. Rynek doskonaly

Zaczniemy od pokazania idei arbitrazu, aby uwypukli¢ istotg problemu, dla jednej akcji w przypadku
rynku doskonatego. Rozwazmy na poczatek najprostszy przypadek, czyli taki, w ktorym instrument
bazowy, nie generuje dodatkowej wyptaty (w naszym wypadku dywidendy). Czyli mamy notowane
akcje spoltki XYZ oraz kontrakt futures na 200 akcji spotki XYZ wygasajacy za miesiac. Wiemy
dodatkowo, ze na rynku finansowym mozna lokowac i pozycza¢ $rodki po stopie 6% w skali roku.

Sytuacja la (rynek doskonaly) — dtugi arbitraz (cash-and-carry-arbitrage)
Zatozmy, ze akcja spotki XYZ kosztuje 50 z1, a kontrakt futures 53 zt.
Co robi arbitrazysta? Ot6z powinien:
e pozyczy¢ w banku kwote 10 000 zt,
o kupic 200 akcji spotki A za 50 zt,
o sprzeda¢ kontrakt futures (zajaé¢ krotka pozycje w kontrakcie futures) za 53 zt.
Depozytem zabezpieczajacym dla jego pozycji w kontrakcie moga by¢ kupione akcje.
Inwestor zajmuje zatem dwie przeciwstawne pozycje: dtuga na rynku kasowym i kréotka na rynku
kontraktéw. Tak utworzony portfel inwestor trzyma do wygasnigcia kontraktu.

W chwili wygas$nigcia kontraktu futures inwestor zamyka pozycje w portfelu. Zatozmy dwa mozliwe
scenariusze cenowe na rynku akcji w chwili wygasnigcia kontraktu:
1. akcja kosztuje 60 zt; inwestor:
o sprzedaje 200 akcji za 60 zt, czyli ma 12 000 zi;
e oddaje pozyczke w banku wraz z odsetkami, czyli 10 000*(1+0,06*1/12) = 10 050 zt
e rozlicza kontrakt futures: 200*(53-60) zt = -1 400 zt;
e ma zysk w wysokos$ci: 12 000 — 10 050 — 1 400 = 550 zt
2. akcja kosztuje 40 zk; inwestor:
e rozlicza kontrakt futures: 200*(53-40) zt = 2 600 zt;
e sprzedaje 200 akcji za 40 zt, czyli ma 8 000 zl;
e oddaje pozyczke w banku wraz z odsetkami, czyli 10 000*(1+0,06*1/12) = 10 050 zi;
e ma zysk w wysokosci: 2 600 + 8 000 — 10 050 = 550 zt.

Zaktadamy, ze w czasie, gdy inwestor posiadal portfel arbitrazowy nie byl wzywany do uzupehienia
depozytu, a rozliczenie kontraktu jest gotowkowe, a nie z dostawa fizyczna akcji.

Zauwazmy, ze bez wzgledu na to ile kosztuje akcja w chwili wygasnigcia kontraktu, jego zysk bedzie
staty 550 zt. Czyli nie majac w ogodle zadnych §rodkéw finansowych w momencie otwierania pozycji,
inwestor wygenerowatl niezerowy zysk i to zysk bez ryzyka. Bo nie ma zadnego znaczenia, na jakim
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poziomie bedzie cena akcji (i w konsekwencji kurs kontraktu futures) w momencie zamykania
pozycji.

W rozwazanym przypadku, kurs kontraktu futures byt za wysoka w stosunku do notowanej akcji.
Dlatego inwestor zajat dluga pozycje¢ w tanszym instrumencie (akcja), a krotka w drozszym (kontrakt
futures). Taka strategi¢ nazywamy dtugim arbitrazem (cash-and-carry arbitrage).

Powstaje naturalne pytanie: Jak dlugo inwestor bedzie mial mozliwo$¢ generowania zysku bez
ryzyka? Oczywiscie do momentu, gdy kontrakt futures bedzie przewartosciowany w stosunku do
akcji. Gdyby$smy przeprowadzili powyzsze rozumowanie, dla nizszych kursow kontraktow futures, to
okazatoby si¢, ze mozliwos$¢ arbitrazu ustaje, gdy kurs kontraktu wynosi 50,25 zt.

Podsumowujac, arbitraz bedzie mozliwy, jesli kontrakt futures bedzie przewartosciowany czyli, gdy
zachodzi nierd6wnos¢

m*S*(1+r*(T-t)) <F.r (1)
gdzie:
F, 1 — cena kontraktu futures w chwili t, zapadajacego w chwili T,
S; — cena akcji w chwili t,
m — mnoznik kontraktu (liczba akcji przypadajaca na kontrakt futures);

r — stopa (kredytu) wolna od ryzyka,
T-t — czas ‘zycia’ portfela arbitrazowego.

Zobaczmy jak wyglada przedstawienie graficzne portfela arbitrazysty.

Rys. 1. Zysk/strata inwestora przy dtugim arbitrazu

A

Zysk/strata Funkcja wyplaty
portfela Funkcja wyplaty dtugiej pozycji na
arbitrazowego |  krétkiej pozycji z rynku akcji
kontraktu futures
>< 53,00
U
/50,25 \ St

Na rys. 1, réznica pomigdzy kursem kontraktu 53 zt a warto$cia przyszta ceny akcji 50*(1+0,06%1/12)
= 50,25 zt stanowi zysk arbitrazowy przypadajacy na jedna akcje. Gdy uwzglednimy mnoznik 200
bedziemy mie¢ wielko$¢ zysku arbitrazowego. Rysunek potwierdza, ze zysk ten jest staty.

v

Przeanalizujmy teraz sytuacje, gdy kontrakt futures jest niedowartosciowany w stosunku do notowanej
akcji.

Sytuacja 1b (rynek doskonaty)
Zatoézmy teraz, ze kontrakt kosztuje 49 zt, a akcja 50 zt.
Co robi racjonalny inwestor? Powinien:
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e dokona¢ krotkiej sprzedazy 200 akcji za 50 zt; dostanie 10 000 zt
e ulokowa¢ 10 000 zt w instrumencie wolnym od ryzyka na 6% w skali roku (moze to by¢
bon skarbowy zapadajacy za miesiac);
e kupi¢ kontrakt futures za 49 zt.
Depozytem zabezpieczajacym dla dtugiej pozycji w kontrakcie moze by¢ bon skarbowy.

W chwili wygasniecia kontraktu futures inwestor zamyka pozycje w portfelu. Zatozmy dwa
scenariusze cenowe akcji:
1. akcja kosztuje 60 zt; inwestor:
e zamyka inwestycj¢ w instrumencie wolnym od ryzyka; daje mu ona 10 000*(1+0,06*1/12)
=10 050 zt;
e rozlicza kontrakt futures: 200*(60 — 49) = 2 200 zi;
e kupuje 200 akcji za 60 zt i je oddaje
e ma zysk w wysokos$ci: 10 050 + 2 200 — 12 000 = 250 zt
2. akcja kosztuje 40 zt; inwestor:
e zamyka inwestycj¢ w instrumencie wolnym od ryzyka; daje mu ona 10000*(14+0,06*1/12)
=10 050 zt;
e rozlicza kontrakt futures: 200*(40 — 49) = -1 800 zt;
e kupuje 200 akcji za 40 zt i je oddaje;
e ma zysk w wysokosci: 10 050 — 1 800 — 8 000 =250 zt.

Zauwazmy, ze inwestor znéw zrealizuje zysk bez ryzyka (bez wzgledu na to, jaki scenariusz zrealizuje
rynek) w stalej wysokosci 250 zt.

W tym przypadku, cena kontraktu futures byla za niska w stosunku do notowanej akcji. Dlatego
inwestor zajat dluga pozycje w tanszym instrumencie (kontrakt futures), a krotka w drozszym (akcja).

Taka strategig arbitrazowa nazywamy krotkim arbitrazem (reverse cash-and-carry arbitrage).

Zatem, krotki arbitraz bedzie mozliwy wtedy, gdy tylko kontrakt futures jest niedowartosciowany
czyli, gdy zachodzi nierownos¢

Fir < m*S*(1+1*(T-1)) 2)
gdzie oznaczenia sg takie jak we wzorze (1).

Rys. 2. Zysk/strata inwestora przy krotkim arbitrazu

A

Zysk/strata .
portfela Funkcja wyptaty Funkcja wyplaty
S s % dlugiej pozycji z
arbitrazowego | krotkiej pozycji na
. kontraktu futures
rynku akcji

50,25

/9,00 \ S;

Roéznica pomigdzy wartoscia przyszta ceny akcji 50*(1+0,06*1/12) = 50,25 zt, a kursem kontraktu 49
zt stanowi zysk arbitrazowy przypadajacy na jedng akcj¢. Gdy uwzglednimy mnoznik 200 bedziemy
mie¢ wielko$¢ zysku arbitrazowego.

v
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Porownujac nierownosci (1) i (2) widzimy, Ze cena graniczna, dla ktorej nie ma mozliwosci arbitrazu
jest rownos$¢ ceny futures i wartos$ci przysztej ceny spot

Fir= m*S*(1+r*(T-1)) 3)

Zatem jesli w zalezno$ci (3) nie ma rownosci, to na rynku doskonatym istnieje mozliwos¢ arbitrazu.
Ceng futures F,r w rownaniu (3) nazywamy cena fair.

Powyzsze rozumowanie prowadzili$my dla modelu kapitalizacji dyskretnej, poniewaz rynek
finansowy w takiej kapitalizacji pracuje. W rozwazaniach teoretycznych mozna spotka¢ modele
kapitalizacji ciagtej, ktore zdecydowanie tatwiej przeksztatcac.

Zaleznos$¢ pomiedzy cena futures i ceng spot (gotowkowa) moze by¢ rozwazana w terminach kosztow
posiadania (cost of carry)®. Model kosztow posiadania w istocie shuzy wycenie kontraktow forward.
W zwiazku z tym, aby wyceni¢ kontrakt futures, zaktada sie, ze cena forward jest rGwna cenie
futures®. Jest to prawda, gdy stopy procentowe nie zmieniaja si¢ w sposob stochastyczny. Jesli stopy
procentowe zmieniaja sig stochastycznie to ceny forward i ceny futures moga sie roznic*.

1.2. Rynek z kosztami transakcji (akcje)

Przesledzmy powyzszy przyktad w sytuacji rynku rzeczywistego, czyli gdy mamy koszty transakc;ji.
Zatozmy, ze inwestor ma rachunek internetowy (nizsze koszty transakcji), a prowizje w jego biurze sa
nastepujace (oznaczmy te koszty transakcji przez KT1):

0,40% wartosci transakcji na rynku kasowym (prowizja liniowa),

12 zt otwarcie pozycji w kontrakcie futures,

8 zl wygasniecie kontraktu futures.
Zat6zmy, ze inwestor moze lokowac i pozyczaé srodki po tej samej stopie rownej 6% w skali roku
oraz ze spread na rynku akcji i kontraktéw wynosi 0, czyli moze zajmowac dtuga i krotka pozycje po
tej samej cenie.

Sytuacja 2a (rynek rzeczywisty z kosztami transakcji) — dlugi arbitraz
Zatézmy, ze akcja kosztuje 50 zl, a kontrakt futures 53 zt. Mnoznik kontraktu futures wynosi 200.
Co robi arbitrazysta? Ot6z powinien:
e pozyczy¢ w banku kwote 10 052 zt na kupno 200 akcji i na koszty transakc;ji;
o kupic 200 akcji spotki A za 50 zt (10 000 zt + 40 zt koszty transakcji),
o sprzeda¢ 0,996 kontraktu futures (zajac¢ krotka pozycje w kontrakcie futures) za 53 zt.
Prowizja od transakcji wyniesie 11,95 zt (bo 0,996 kontraktu futures).

W chwili wygasnigcia kontraktu futures zamyka pozycje w portfelu.
Zat6zmy dwa mozliwe scenariusze cenowe akcji w dniu wygasnigcia:
1. akcja kosztuje 60 zt; inwestor:
o sprzedaje 200 akcji za 60 zt, czyli ma 12 000 — 48 zt = 11 952zt ;
e oddaje pozyczke w banku wraz z odsetkami, czyli 10 052*(1+0,06*1/12) = 10 102,21 zt
e rozlicza kontrakt futures: 0,996*200%(53-60) zt = -1 394,4 zt. Prowizja od wygasnigcia
kontraktu 7,97 z;
e ma zysk w wysokosci: 11 952 —10 102,21 — 1 394,40 — 7,97 = 447,42 zt
2. akcja kosztuje 40 zt; inwestor:
e rozlicza kontrakt futures: 0,996*%200%(53-40) zt = 2 589,60 zi. Prowizja od wygasnigcia
kontraktu 7,97 zi;

2 R. W. Kolb, Wszystko o instrumentach pochodnych, WIG Press, Warszawa 1997.

* F. Black, The Pricing of Commodity Contracts, Journal of Financial Economics, 3, pp.67-179, 1976.

*J.C. Cox, J.E. Ingersoll, and S.A. Ross, The Relation Between Forward Prices and Futures Prices, Journal of
Financial Economics, 9, pp. 321-346, 1981.
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e sprzedaje 200 akcji za 40 zt, czyli ma 8 000 — 32 zt =7 968 zk;
e oddaje pozyczke w banku wraz z odsetkami, czyli 10 052*(1+0,06*1/12) = 10 102,21 zi;
e ma zysk w wysokosci: 2 589,60 + 7 968 — 10 102,21 — 7,97 = 447,42 zt.

W naszym rozumowaniu, pojawity si¢ utamkowe czgsci kontraktu futures. Wynikaja one z kosztow
transakcji na rynku kasowym. Aby byl mozliwy idealny arbitraz tak, by warto$¢ pozycji na rynku spot
byta réwna pozycji na rynku terminowym, musimy sprzedawac 1 - 0,4% =1 — 0,004 = 0,996
kontraktu futures. Oczywiscie, w rzeczywisto$ci nie mozemy zajmowac pozycji w utamkowych
czgSciach kontraktu. Aby ta sytuacja odpowiadata realiom, zawsze mozemy rozwazy¢ wielokrotnosé
zajmowanych pozycji. Czyli w rozwazanym przypadku byloby to kupno 200 tys. akcji i sprzedaz 996
kontraktow.

Podobnie, jak wczesniej zaktadamy, ze inwestor w czasie, gdy mial otwarta pozycje nie byl wzywany
do uzupehienia depozytu, a rozliczenie kontraktu jest gotowkowe, a nie z dostawa fizyczna akcji. Jak
mozna bylo przewidziec, teraz zysk arbitrazowy jest mniejszy ze wzgledu na koszty transakcji.

Jak dtugo inwestor bedzie miat mozliwos¢ generowania zysku bez ryzyka? Z przeprowadzonego
rozumowania wida¢, ze dopdki kurs kontraktu futures bedzie wyzszy niz 50,75 zt, to bedzie istniata
mozliwos¢ arbitrazu.

Podsumowujac, dlugi arbitraz bedzie mozliwy, jesli

(m*S*(1+ks) + (1 - ko)*kp)*(1 + r*(T-t)) + (1-ks)*ky < (1-ks)*F 1 4)

gdzie oznaczenia jak wczesniej i dodatkowo:

ks — koszty transakcji na rynku kasowym,;

kr — koszty otwarcia pozycji w kontrakcie futures;
ky— koszty wygasnigcia kontraktu futures.

Zauwazmy, ze koszty transakcji w istotny sposob wptynety na mozliwos¢ dtugiego arbitrazu. Na
rynku bez kosztow transakcji cena graniczna kontraktu to 50,25 zt, natomiast, gdy musimy uwzglednic¢
koszty transakcji cena graniczna wynosi 50,75 zt.

Zauwazmy rowniez, ze w przypadku kosztéw transakcji inwestor nie sprzedaje 1 kontraktu tylko
pewna jego czes$¢ okreslong przez wysokosc kosztow transakcji na rynku kasowym (prawa strona
nieréwnosci (4)).

Sytuacija 2b (rynek rzeczywisty z kosztami transakciji) — krotki arbitraz
Zatozmy, ze akcja kosztuje 50 zl, a kontrakt futures 49 zt. Mnoznik kontraktu futures wynosi 200.
Co robi arbitrazysta? Ot6z powinien:
e sprzedac¢ 200 akcji spotki A po 50 zt (10 000 zt - 40 zt koszty transakcji);
e kupi¢ 1,004 kontraktu futures. Prowizja od transakcji wyniesie 12,05 zt (bo 1,004 kontraktu
futures).
e ulokowac 10 000 — 40 — 12,05 = 9 947,95 zt w instrumencie wolnym od ryzyka.

W chwili wygasnigcia kontraktu futures zamyka pozycje w portfelu.
Zat6zmy dwa mozliwe scenariusze cenowe akcji:
1. akcja kosztuje 60 zt; inwestor:
e zamyka inwestycje w instrumencie wolnym od ryzyka: 9 947,95%(1+0,06*%1/12)=9 997,69
zk;
o kupuje 200 akcji za 60 zt, czyli wydaje 12 000 + 48 zt = 12 048zt;
o rozlicza 1,004 kontraktu futures: 1,004*200%(60-49) zt = 2 208,80 zt. Prowizja od
wygasnigcia kontraktu wyniesie 8,03 (bo 1,004 kontraktu futures).
e ma zysk w wysokosci: 9 997,69 + 2 208,80 — 12 048 — 8,03 = 150,46 zt.
2. akcja kosztuje 40 zt; inwestor:
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e zamyka pozycj¢ w instrumencie wolnym od ryzyka: 9 947,952*(1+0,06*1/12)=9 997,69
zk;

e kupuje 200 akcji za 40 zt, czyli wydaje 8 000 + 32 zt = 8 032zt ;

e rozlicza 1,004 kontraktu futures: 1,004*200*(40-49) zt = - 1 807,20 zl. Prowizja od
wygasnigcia kontraktu wyniesie 8,03 (bo 1,004 kontraktu futures).

e ma zysk w wysokosci: 9 997,69 — 1 807,20 — 8 032 — 8,03 = 150,46 zt.

Podobnie jak w przypadku dtugiego arbitrazu pojawiaja si¢ utamkowe czgsci kontraktu. Aby byt
mozliwy idealny arbitraz, inwestor musi kupi¢ 1 + 0,4% = 1 + 0,004 = 1,004 kontraktu.

Zauwazmy, ze bez wzgledu na to, jaki scenariusz zostanie zrealizowany na rynku akcji, a doktadnie,
na jakim poziomie zamknie si¢ rynek akcji w dniu wygasnigcia kontraktu, zawsze bedzie miat zysk.
Dopoki cena kontraktu futures bedzie mniejsza niz 49,75 zi, to bedzie istniata mozliwo$¢ arbitrazu.

Ogodlnie krotki arbitraz bedzie mozliwy, gdy zachodzi nierdwnos¢
(1+ks)*Fy 1 < (m*S*(1-ks) - (1+kg)*kp)*(1+1*(T-t)) — (1+ks)*ky, (5)

W przypadku kroétkiego arbitrazu rowniez cena futures, dla ktorej jest mozliwy arbitraz rozni si¢ w
przypadku kosztow transakcji i rynku bez kosztow transakcji.

Zauwazmy, ze koszty transakcji powoduja, Ze graniczne ceny futures wyznaczaja przedziat wokot
ceny fair, gdy nie ma kosztow transakcji. Co wigcej, przedziat ten jest symetryczny. W rozwazanym
przypadku cena fair kontraktu wynosita 50,25 zt, a dolne ograniczenie wynosi 49,75 zl, natomiast
gorne 50,75 zt.

Jesli zestawimy nierdwnosci (5) oraz (4) to otrzymamy wstege arbitrazowa

(1+kg)*Fy 1 < (m*S¢*(1-ks) - (1+k)*kp)*(1+r*(T-t)) - (14 ks)*ky (6a)

< (m*S*(1+ks) + (1-kg)*kp)*(1+r*(T-t)) + (1-ks)*ky < (1-kg)*Fy 1 (6b)
Jezeli zatem cena kontraktu spetnia zalezno$¢ (6a) racjonalny inwestor powinien zajac¢ dtuga pozycje
na rynku terminowym i krotka na rynku kasowym (krétki arbitraz), a gdy spetniona jest zalezno$¢ (6b)
to powinien zajac krétka pozycje na rynku terminowym a dtuga na rynku kasowym (dlugi arbitraz).
Jesli natomiast cena futures F(t, T) lezy we wstedze arbitrazowej, czyli spetnia zalezno$¢

(m*S¢*(1-ks) - (1+ky)*kp)*(1+r*(T-)) — (1+ks)*kw
<F(t, T) < (m*S5(1+ks) + (1-k)*kp)* (14r5(T-0) + (1-ks)*k,,

to nie ma mozliwos$ci arbitrazu na rynku.
W rozwazanych przypadkach zatozyliSmy, ze spread pomigdzy oferta sprzedazy a oferta kupna
wynosi 0, co w przypadku plynnych aktywow nie jest duzym naduzyciem. Gdyby$my chcieli
dodatkowo uwzgledni¢ fakt, ze kupujemy aktywa po ofertach sprzedazy a sprzedajemy po ofertach
kupna to wstgga arbitrazowa byltaby jeszcze szersza. Zatem mozliwosci arbitrazu jeszcze by sig
zmniejszyly.
Przyktadowe trajektorie procesu cen akcji (niebieska krzywa) przedstawiamy na rys. 3. Podano
rowniez dolne (r6zowa krzywa) i gorne (zo6tta krzywa) ograniczenia wyznaczajace wstege
arbitrazowa.
Rys. 3. Przyktadowa trajektoria procesu cen akcji wraz z dolnym i gérnym ograniczeniem

arbitrazowym na ceng kontraktu futures wynikajacym z kosztow transakcji (symulacja startujaca 60
dni przed wygasnigciem kontraktu).
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Gdy cena futures F, 1 jest pomigdzy dolnym a géornym ograniczeniem to nie jest mozliwy arbitraz
pomigdzy rynkiem kasowym a rynkiem terminowym.

Zauwazmy, ze jesli cena futures jest ponizej dolnego ograniczenia to racjonalny inwestor powinien
zaja¢ dluga pozycje¢ w kontrakcie futures i rownoczesnie krotka w akcjach. Jesli natomiast cena futures
jest powyzej gbrnego ograniczenia, to arbitrazysta powinien zajaé krotka pozycje w kontrakcie futures
i rownoczesnie dluga w akcjach.

Zauwazmy rowniez, ze w dniu wygasania kontraktu, ograniczenia dolne ani gorne nie zbiegaja do
ceny spot. Zajecie pozycji arbitrazowej nawet w dniu wygasnigcia kontraktu (gdy cena futures
powinna by¢ réwna cenie spot) jest zwiazane z kosztami transakcji.

Zobaczmy, kto decyduje o szerokos$ci wstegi arbitrazowej? Zatézmy, ze na rynku mamy innego
inwestora, ktory ma nastgpujace koszty transakcji KT2:

0,60% wartos$ci transakcji na rynku kasowym (prowizja liniowa),

18 zt otwarcie pozycji w kontrakcie,

14 zt wygasnigcie kontraktu.

Zalozmy, ze akcja kosztuje 50 zl, a kontrakt kosztuje 51 zt. Wtedy nierd6wnosc¢ (6b) nie jest spetniona
dla inwestora o kosztach KT2. Przy jego kosztach transakcji dtugi arbitraz generuje strat¢ w
wysokosci 3,48 zt, natomiast inwestor o kosztach transakcji na poziomie KT1, uzyskuje z portfela
arbitrazowego zysk w wysokosci 48,99 zt.

Podobna sytuacja wystapi przy krotkim arbitrazu. Zatézmy, ze teraz cena futures wynosi 49,60.
Inwestor o kosztach transakcji KT2, tworzac portfel arbitrazowy bedzie miat strat¢ w wysokosci 16,02
zt. Natomiast inwestor o kosztach transakcji KT1 bedzie miat zysk w wysokosci 30,01 zt.

Zatem szeroko$¢ wstegi arbitrazowej jest wyznaczona przez inwestorOw o najnizszych kosztach
transakcji na rynku. Przyktadowa trajektori¢ ceny akcji wraz ze wstegami arbitrazowymi dla
inwestoréw o kosztach transakcji KT1 oraz KT2 przedstawia rys. 4.

Rys.4. Wstegi arbitrazowe dla inwestoréw o kosztach transakcji KT1 oraz KT2.
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1.3. Mozliwosci arbitrazu na GPW (akcje)

Zobaczmy, czy na GPW w Warszawie istnieja mozliwosci arbitrazu. Rozwazmy kilka wybranych
losowo spotek i wezmy pod uwage inwestorow o kosztach transakcji KT1 oraz KT2.

Dlugi arbitraz

W dniu 22 marca 2004 roku na zamknigcie notowan ciagtych akcje TPSA kosztowaty 15,80 zt,
natomiast czerwcowy kontrakt zamknat si¢ na poziomie 16,15 zt. Cena kontraktu futures jest wyzsza
od ceny spot akcji, zatem rozwazamy nieréwnosc¢ (4) i dostajemy:

dla lewej strony nierownosci (przy kosztach transakcji KT1):

(m*S¢*(1+ks) + (1-k)*kp)*(1+1*(T-1)) + (1-ks)¥ky, = 8 054,69 zt
a dla prawej strony nierdéwnosci
(1-ks)*Fyr = 0,9960%16,15*500= 8 042,70 zt

zatem nie mozemy przeprowadzi¢ arbitrazu dla inwestora o kosztach transakcji KT1. Tym bardziej
inwestor o wyzszych kosztach KT2 nie bedzie mogt przeprowadzi¢ transakcji arbitrazowe;.

W dniu 13 maja 2004 roku na zamknigcie notowan ciaglych akcje KGHM S.A. kosztowaly 25,60 zt.
Kontrakt czerwcowy zamknat si¢ na poziomie 26,10 zt. Dla lewej strony nierownosci (4) przy
kosztach transakcji KT1 dostaniemy:

(m*S*(1+ks) + (1-ke)*kp)* (1+1*(T-t)) + (1-ks)*ky = 12 947,24 zt

a dla prawej strony nierbwnosci

(1-kg)*Fi1r = 0,9960*26,10*500= 12 997,80 zt

11
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Nierownos$¢ (4) jest spetniona, zatem arbitraz jest mozliwy. Zysk arbitrazowy inwestora wyniesie
50,56 zt.

Sprawdzmy, czy inwestor o kosztach KT2 moze osiagnac zysk arbitrazowy. Dla tego inwestora lewa
strona nieréwnosci (4) ma postac

(m*S*(1+ks) + (1-ko)*kg)*(1+1r*(T-t)) + (1-ks)*ky, = 12 984,92 zt
a prawa strona nieréwnosci (4)
(1-ks)*F, 1 = 0,9940%26,10*500= 12 971,70 zt

Dla inwestora o kosztach transakcji KT2, nie ma zatem mozliwosci zysku arbitrazowego. Gdyby
inwestor o kosztach KT?2 zajat dluga pozycje¢ w akcjach, a krotka w kontrakcie futures, to miatby stratg
w wysokosci 13,22 zt.

Krotki arbitraz

W dniu 22 marca 2004 roku na zamknigcie notowan ciagltych, akcje Peako S.A. kosztowaly 124 zi,
natomiast kontrakt czerwcowy byt notowany na poziomie 122,95 zt. Cena futures bylta nizsza niz cena
spot, zatem rozwazymy nierownosc¢ (5). Wezmy inwestora o kosztach KT1. Dla lewej strony tej
nierownosci mamy

(1+kg)*Fyr = 1,004*122,95%100 = 12 344,18 zt
natomiast prawa strona

(m*S*(1-ks) - (1+ky)*kp)*(1+*(T-)) — (1+ks)*ky = 12 515,40 zk

Zatem nierownosc (5) jest spetniona i mamy mozliwos¢ arbitrazu. Zysk arbitrazowy dla inwestora o
kosztach KT1 wyniesie 171,22. Bez wzgledu na to, jaka bedzie cena akcji Peako S.A. w dniu
wygasnigcia kontraktu czerwcowego, czy wzrosnie do np. 150 zt, czy spadnie do np. 110 zl, inwestor
bedzie mial zysk w wysokosci 171,22 zt.

Co wigcej, inwestor o kosztach KT2 tworzac portfel arbitrazowy moze rowniez mie¢ zysk w
wysokosci 109,25 zt.

W dniu 13 maja 2004 roku na zamknigcie notowan ciagtych akcja PKN Orlen wynosita 27,00 zt. Cena
futures kontraktu czerwcowego miata poziom 26,85 zt. Cena futures byta nizsza od ceny spot, zatem
istniata mozliwos¢ krotkiego arbitrazu. Lewa strona nierownosci (5) ma postac
(1+ks)*Fy 1 = 1,004%26,85*500 = 13 478,70 zt

natomiast prawa strona tej nierownos$ci ma postac:

(m*S¢*(1-ks) - (1+kg)*kp)*(1+r*(T-t)) — (1+ks)*ky, = 13 505,20 zt
Zysk arbitrazowy inwestora o kosztach transakcji KT1 wyniesie 26,50 zt.
Dla tych samych cen na rynku, inwestor o kosztach KT2 nie bedzie mogt przeprowadzi¢ transakcji
arbitrazowej. Gdyby zbudowat taki sam portfel jak inwestor o kosztach KT1, jego strata wyniostaby
39,63 zt.

Te kilka przyktadow pokazuje, ze na GPW sa mozliwe zyski arbitrazowe. Im nizsze koszty transakcji
tym zyski te sa wigksze.

12
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1.4. Rynek z kosztami transakcji (indeks gieldowy)

W przypadku indeksu gietdowego, jesli na rynku nie ma kosztow transakcji to powtarzajac
wczesniejsze rozumowanie i uwzgledniajac wyptate dywidendy przez spotki wehodzace w sktad
indeksu mozna wyznaczy¢ ceng futures kontraktu. Cena fair takiego kontraktu bedzie wynosita

Fir= m*S#*(1+(r-q)*(T-1)) (7)
gdzie q jest stopa dywidendy indeksu.

Jesli wezmiemy teraz pod uwage rynek rzeczywisty musimy uwzgledni¢ koszty transakcji. Aby
wyznaczy¢ wstege arbitrazowa, dokonamy podobnego rozumowania jak wcze$niej.

Jesli kontrakt futures bedzie za drogi w stosunku do ceny fair to zajmiemy krotka pozycje w
kontrakcie a dtuga w portfelu akcji wchodzacych w sktad indeksu. Przesledzmy taka sytuacj¢ na
przyktadzie.

Sytuacja 3a (rynek rzeczywisty z kosztami transakcji) — dlugi arbitraz
Zatozmy, ze indeks WIG20 wynosi 1700 punktéw na 2 miesiace przed wygasnigciem kontraktu, a
kontrakt futures na WIG20 jest kwotowany na poziomie 1750 punktow. Mnoznik kontraktu futures
wynosi 10. Zatézmy, ze stopa dywidendy q=1%, stopa wolna od ryzyka dla depozytow i kredytow jest
na poziomie 6%, a koszty inwestora wynosza KT1.
Co powinien zrobi¢ arbitrazysta? Otoz:
e pozyczy¢ w banku kwote 17079,95 zt na kupno koszyka akcji wehodzacych w sktad
WIG20u i na koszty transakcji;
o kupi¢ koszyk akcji wchodzacych w sktad indeksu za 17 000 zt. Prowizja od transakcji 68
zk;
e sprzeda¢ 0,996 kontraktu futures (zajac krotka pozycje w kontrakcie futures) na indeks po
kursie 1 750 zt. Prowizja od transakcji wyniesie 11,95 zt (bo 0,996 kontraktu futures).

W chwili wygasnigcia kontraktu futures arbitrazysta zamyka pozycje w portfelu.
Zat6zmy dwa mozliwe scenariusze cenowe na rynku akcji:
1. indeks jest na poziomie 1900 punktow; inwestor:
e zamyka pozycj¢ na rynku kasowym, czyli sprzedaje koszyk akcji za 19000 zi, czyli ma
19 000 — 76 zt = 18 924 zi; (76 zt koszty transakcji);
e oddaje pozyczke w banku wraz z odsetkami, czyli 17 079,95%(1+(0,06-0,01)*2/12) =
17222,28 zt
o rozlicza kontrakt futures: 0,996*10*(1750-1900) zt = -1 494 zt (koszty transakcji 7,97 z});
e ma zysk w wysokosci: 18 924 — 17 222,28 — 1494 — 7,97 = 199,75 zt
2. indeks jest na poziomie 1550 punktow; inwestor:
e rozlicza kontrakt futures: 0,996*10*(1750-1550) zt = 1 992 zi;
o sprzedaje koszyk akcji za 15 500 zt, czyli ma 15 500 — 62 zt = 15 438 zk;
e oddaje pozyczke w banku wraz z odsetkami, czyli 17 079,95%(1+(0,06-0,01)*2/12) =
1722228 zt;
e ma zysk w wysokosci: 1 992+15 438 — 17 222,28 — 7,97 = 199,75 zt.

Podobnie, jak wczesniej, zaktadamy, ze w czasie gdy miat otwarta pozycjg nie byt wzywany do
uzupetnienia depozytu, a rozliczenie kontraktu jest gotéwkowe, a nie z dostawa fizycznag akcji. Jak
mozna bylo przewidzie¢, teraz zysk arbitrazowy jest mniejszy ze wzgledu na koszty transakcji.

Jak dtugo inwestor bedzie miat mozliwo$¢ generowania zysku bez ryzyka? Z przeprowadzonego
rozumowanie wida¢, ze dopoki cena kontraktu futures bedzie wigksza niz 1729,95 zi, to bedzie istniata
mozliwos¢ arbitrazu.

Podsumowujac, arbitraz bedzie mozliwy, jesli
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(m*S*(1+ks) + (1-ko)*kp)* (1+(r-q)*(T-1)) + (1-ko)*ky < (1-ks)*Fix (8)
gdzie
ks — koszty transakcji na rynku kasowym;
kg — koszty otwarcia pozycji w kontrakcie futures;
ky,— koszty wygasnigcia kontraktu futures
g- stopa dywidendy indeksu.

Przeanalizujmy odwrotna sytuacje, gdy cena futures jest nizsza niz cena na rynku kasowym.

Svytuacja 3b (rynek rzeczywisty z kosztami transakciji) — krotki arbitraz
Zatozmy, ze indeks jest na poziomie 1700 punktéw, a kontrakt futures na indeks jest kwotowany na
poziomie 1690 punktow. Mnoznik kontraktu futures wynosi 10.
Co robi arbitrazysta? Ot6z powinien:
e sprzeda¢ koszyk akcji wchodzacych w sktad indeksu po 17 000 zt (68 zt koszty transakcji);
e kupi¢ 1,004 kontraktu futures na indeks (koszty transakcji 12,05 zt) po kursie 1690;
e ulokowac 17 000 - 68 — 12,05 =16 919,95 zt w instrumencie wolnym od ryzyka.

W chwili wygasnigcia kontraktu futures zamyka pozycje w portfelu. Zalézmy dwa scenariusze cenowe
akeji:
1. indeks jest na poziomie 1850 punktow; inwestor:
e zamyka inwestycje w instrumencie wolnym od ryzyka: 16919,95%(1+(0,06-
0,01)*2/12)=17060,95 zt;
e rozlicza 1,004 kontraktu futures: 1,004*10*(1850-1690) zt = 1606,40 zt;
o kupuje koszyk akcji wchodzacych w sktad indeksu za 18500 zt, czyli wydaje 18 500 + 74
zt=18 574z
e ma zysk w wysokosci: 17060,95 + 1606,40 — 18 574 — 8,03 = 85,32 zl.
2. indeks jest na poziomie 1600 punktow; inwestor:
e zamyka inwestycje¢ w instrumencie wolnym od ryzyka: 16919,95*(1+(0,06-
0,01)*2/12)=17060,95 zt;
e kupuje koszyk akcji za 16 000 zi, czyli wydaje 16 000 + 64 zt = 16 064zt ;
e rozlicza 1,004 kontraktu futures: 1,004*10*(1600-1690) zt = 903,60 zt;
e ma zysk w wysokosci: 17060,95 - 16064 —903,6 — 8,03 = 85,32 zl.

Zatem bez wzgledu na to, jaki scenariusz zostanie zrealizowany na rynku akcji zawsze bedzie miat
zysk w wysokosci 85,32 zt. Dopoki cena kontraktu futures bedzie mniejsza niz 1 698,50 zi, to bedzie
istniala mozliwos¢ arbitrazu.
Ogolnie arbitraz bedzie mozliwy gdy
(1+ks)*Fir < (m*S¢*(1-ks) - (1+ko)*kp) *(1+(r-q)*(T-1)) - (1+ko)*ky €))

Jesli zestawimy nierownosc¢ (9) oraz (8) to otrzymamy wstgge arbitrazowa

(1+ks*Fyr < (m*S¢*(1-ks) - (1+ky *ke)*(1+(r-q)*(T-1)) - (1)K, (10a)

<(m*S*(1+ks) + (1-kg)*kp)* (1+(r-q)*(T-1)) + (1-ko)*ky < (1-ks)*Fyr (10b)
Czyli jezeli cena kontraktu spetnia zalezno$¢ (10a) racjonalny inwestor powinien zaja¢ dtuga pozycje
na rynku terminowym i krétka na rynku kasowym (krotki arbitraz), a gdy spetniona jest zaleznos¢
(10b) to powinien zajaé krotka pozycje na rynku terminowym a dtuga na rynku kasowym (dtugi
arbitraz).

Jesli natomiast cena futures F(t, T) spetnia zaleznos¢

(m*S*(1-ks) - (1+k)*kg)*(1+(r-q)*(T-1)) - (1+ks)*ky, <
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E(t, T) < m*S*(1+ks) + (1-ko) *kp) *(1+(r-q) *(T-t)) + (1-k¢)*ky
to nie ma mozliwos$ci arbitrazu na rynku.

Zauwazmy, ze tak jak poprzednio o szerokoSci wstegi arbitrazowej bedzie decydowal inwestor o
najnizszych kosztach transakcji. Przesledzmy takie sytuacje na rzeczywistych danych z GPW.

1.5. Mozliwosci arbitrazu na GPW (indeks WIG20)
Rozwazmy notowania indeksu WIG20 z dnia 19 marca 2004 roku. W tym dniu WIG20 zamknat si¢ na
poziomie 1709,17, natomiast kontrakt czerwcowy 1752. Sprawdzmy nierownosc (8), zaktadajac, ze
stopa dywidendy jest na poziomie 1%, a stopa wolna od ryzyka to 5,40%. Lewa strona nierdéwnosci
(8) daje nam:

(m*S¢*(1+ks) + (1-ko)*kp)* (1+(r-q)*(T-t)) + (1-ko)*ky, = 17 368,57 zt
natomiast prawa strona tej rownosci

(1-ks)*F 1 = 17 449,92 zk

zatem inwestor o kosztach KT1 ma mozliwo$¢ zajecia pozycji arbitrazowej. Jego zysk arbitrazowy
wyniesie 81,36 zt (punkt o wspolrzednej 15 na osi x).

Rys. 5. Ceny zamknigcia indeksu WIG20, kontraktow czerwcowych oraz wstgga arbitrazowa dla
inwestora o kosztach transakcji KT1 w okresie 1 marca — 14 kwietnia 2004 na GPW.
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Po analizie rys. 5, widzimy, Ze mozliwosci zajecia pozycji arbitrazowej na indeksie WIG20 i
kontrakcie czerwcowym FW20M4 byly bardzo ograniczone. A biorac pod uwage fakt, ze zajecie
rownoczesnie pozycji we wszystkich 20 spotkach na rynku kasowym jest trudnym zadaniem, te
mozliwosci jeszcze si¢ kurcza.

Jeszcze mniejsze pole manewru ma inwestor o kosztach transakcji KT2 (rys. 6). Praktycznie, w

okresie ponad 2 miesigcy, inwestor taki nie mial mozliwosci stworzenia portfela arbitrazowego, jesli
bierzemy pod uwage ceny na zamknigcie.
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Rys. 6. Ceny zamknigcia indeksu WIG20, kontraktow czerwcowych oraz wstgga arbitrazowa dla
inwestora o kosztach transakcji KT2 w okresie 1 marca — 13 maja 2004 na GPW.
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Podsumowujac, tylko w nielicznych przypadkach i tylko dla nizszych kosztow transakcji KT1 istniaty
mozliwosci arbitrazu.

Warto rowniez podkresli¢, ze w rzeczywistosci bardzo trudno jest kupi¢ (sprzedac) jednoczesnie (w
okreslonym momencie) koszyk akcji odpowiadajacy indeksowi WI1G20. Dlatego zdecydowanie
fatwiej dokonywac takich transakcji na kontraktach MiniWIG20. Jednostki indeksowe pojawity si¢ w
obrocie gieldowym na §wiecie na poczatku lat *90 XX wieku. W styczniu 1993 roku pojawity si¢ na
American Stock Exchange jednostki Standard and Poor’s Depository Receipts (SPDRs). Rowniez na
innych gietdach wprowadzono jednostki indeksowe, ktore z racji swojej konstrukcji maja replikowaé
indeksy kwotowane na tych gietdach.

1.6. Rynek rzeczywisty (jednostki MiniWIG20)

Konstrukcja jednostki indeksowej MiniWIG20 ma z definicji replikowa¢ indeks WIG20. Jednostki nie
sa akcjami, nie daja wigc prawa do dywidendy. Dlatego w zaleznosciach wczesniej rozwazanych a
dotyczacych indeksu, stopa dywidendy q = 0.

Jesli na rynku nie ma kosztow transakcji zalezno$¢ pomigdzy ceng jednostki indeksowej MiniWIG20
S, a cena kontraktu futures F, 1 jest nastgpujaca

Fir = M*S#(14+r*(T-t)) (11)
gdzie M = 100 jest mnoznikiem jednostki indeksowej MiniWIG.
W przypadku rynku z kosztami transakcji uzyskamy wstege arbitrazowa, ktorej dolne i gorne
ograniczenie bedzie wynikalo z zaleznos$ci rozwazanych wcze$nie;j:

(1+ks)*Fir < M*S*(1-ks) - (11+ko)*kp)*(1+r*(T-1)) - (1+ko)*ky (122)

< (M*S¢*(1tks) + (1-ko)*ke)* (1+1%(T-t)) + (1-ks) *ky < (1-ks)*Fyr (12b)
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Zajmowanie pozycji arbitrazowych w jednostkach indeksowych oraz kontraktach futures dawato
znacznie lepsze rezultaty niz w koszyku akcji z indeksu WIG20 w rozwazanym okresie czasu (rys. 7,

rys. 8)

Rys. 7. Ceny zamknigcia jednostek indeksowych MiniWIG20 (przemnozone przez 10), kontraktow
czerwcowych oraz wstgga arbitrazowa dla inwestora o kosztach transakcji KT1 w okresie 1 marca —
14 kwietnia 2004 na GPW.
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Rys. 8. Ceny zamknigcia jednostek indeksowych MiniWIG20 (przemnozone przez 10), kontraktow
czerwcowych oraz wstega arbitrazowa dla inwestora o kosztach transakcji KT2 w okresie 1 marca —
13 maja 2004 na GPW.
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Jedynym problemem dla inwestoréw zajmujacych pozycj¢ w jednostkach indeksowych jest mata
plynnos¢ jednostek. Wydaje si¢, ze powodem niskiej plynnosci, a w konsekwencji matej liczby
otwartych pozycji jest to, ze zajmujacy kréotka pozycje w jednostkach moze by¢ wylosowany w
dowolnej chwili trwania pozycji arbitrazowej, poniewaz kontrakt MiniWIG20 jest typu
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amerykanskiego. Do naszych rozwazan przyjelismy, ze inwestor zajmujacy, krotka pozycje nie
zostanie wylosowany w czasie, gdy posiada portfel arbitrazowy.

2. Transakcje arbitrazowe: rynek kasowy-rynek opcji

Skupimy si¢ tylko na opcjach europejskich, czyli takich, ktére mozna wykona¢ (zrealizowac¢) w dniu
wygasnigcia opcji. Pokazemy zaleznosci, jakie powinny by¢ spelnione pomigdzy cena instrumentu
bazowego (akcja, indeksem) a opcja na ten instrument, na rynku wolnym od arbitrazu. Pokazemy
ograniczenia ceny opcji od gory i od dohu. Rozwazania bedziemy prowadzi¢ dla akcji nie ptacacej
dywidendy. Rozumowanie bgdzie doktadnie takie samo dla indeksu gietdowego, przy zatozeniu, ze
mamy stopg dywidendy q.

2.1. Rynek doskonaly (opcja kupna)

Rozwazania nasze zacznijmy od przyktadu. Zaktadamy, ze nie ma kosztéw transakcji oraz, ze na
rynku mozna lokowac i pozycza¢ srodki po stopie wolnej od ryzyka r = 6% w skali roku.
Zalézmy, ze na rynku jest kwotowana akcja nie ptacaca dywidendy z cena Sy= 32 zt oraz opcja kupna
na 10 akcji, z kursem wykonania X = 30 zt, wygasajaca za 6 miesigcy T = 0,5 roku. Niech kurs opcji
kupna wynosi 33 zt, zatem cena opcji wynosi Cy = 330 zt (kurs opcji pomnozony przez liczbe akcji
przypadajacej na jedna opcjg).
Co moze zrobic¢ racjonalny inwestor? Ot6z powinien:

e wystawi¢ opcje kupna z cena 330 zk;

e kupi¢ 10 akcji za 320 z;

e ulokowac 330 — 320 = 10 zt w instrumencie wolnym od ryzyka na okres 6 miesigcy.

W chwili wygasnigcia kontraktu opcyjnego T mozliwe sa dwa scenariusze:

1. St <X (np. St=25 zl), opcja jest poza cena i wygasa bez warto$ci:

Z racji wygasnigcia opcji, inwestor nie ma zadnego zobowiazania wobec nabywcy opcji;
zamyka pozycje¢ w instrumencie wolnym od ryzyka, ma 10*(1+ 0,06*1/2) = 10,30 zl;
sprzedaje akcje za 10*25 =250 zi;

zysk inwestora wynosi: 10,30 + 250 = 260,30 zt.

2. St =X (np. St =35 zb), opcja jest w cenie, inwestor:

zamyka pozycje w instrumencie wolnym od ryzyka, ma 10*(1+ 0,06%1/2) = 10,30 zi;
sprzedaje akcje za 10*35 =350 zk;

wyplaca nabywcy opcji réznicg 10*(St— X )= 10*(35 — 30) = 50 zk;

zysk inwestora wynosi: 10,30 + 350 — 50 = 310,30 zt.

Zauwazmy, ze W obu scenariuszach inwestor ma zysk z portfela arbitrazowego. W pierwszym
scenariuszu zysk zalezy od ceny akcji na rynku kasowym — im niZsza cena tym mniejszy zysk. W
drugim scenariuszu, zysk jest staly i nie zalezy od ceny akcji na rynku kasowym.

Zatem mozemy poczyni¢ pierwsza obserwacj¢ (ograniczenie na ceng opcji od gory):
cena opcji na akcj¢ musi by¢ mniejsza badz rowna cenie tej akcji:

C, < m*S, (13)
gdzie:
C, cena europejskiej opcji kupna w chwili t,

S; cena akcji w dowolnej chwili t (w szczegdlnosci w chwili t = 0),
m liczba akcji przypadajaca na 1 opcje.
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Gdyby nie zachodzita zaleznos¢ (13) bytby mozliwy arbitraz.
Zatozmy, ze w chwili t zachodzi zalezno$¢

C; > m*S;

Zatem inwestor w chwili t wystawia opcje kupna za C; i jednocze$nie kupuje akcje za m*S; i roznice
C, -m*S;>0

inwestuje w instrument wolny od ryzyka.

W chwili wygasnigcia kontraktu opcyjnego T mozliwe sa dwa scenariusze:
1. St < X opcja jest poza cena i wygasa bez wartoSci:
e 7z racji wygasnigcia opcji, inwestor nie ma zadnego zobowiazania wobec nabywcy opcji;
e zamyka pozycje w instrumencie wolnym od ryzyka (C; - m*Sy)*(1+r*(T-t)) > 0;
e sprzedaje akcje za m*Sr;
e zysk inwestora: (C; - m*S)*(1+r*(T-t)) + m*Sr.
2. St > X opcja jest poza cena i inwestor realizuje swoje zobowigzanie wobec nabywcy:
e inwestor zamyka pozycj¢ w instrumencie wolnym od ryzyka (C, - m*S))*(1+r*(T-t)) > 0;
e sprzedaje akcje za m*Sr;
e wyplaca nabywcy opcji r6znicg m*(St — X);
e zysk inwestora:
(Cy - m*S)*(1+r*(T-t)) + m*St — m*(St — X) = (C; - m*SY*(1+r*(T-t)) + m*X > 0.

Zobaczmy teraz, jakie s ograniczenia na ceng opcji od dotu.
Zatézmy, ze na rynku jest notowana akcja nie ptacaca dywidendy po Sy = 32 zt. Dostgpna jest rowniez
opcja kupna na 10 akcji, z kursem wykonania X = 30 zl, ktéra wygasa za 6 miesiecy, T = 0,5. Opcja
kosztuje Co =27 zt.
Co moze zrobic¢ racjonalny inwestor? Ot6z powinien:

e sprzedac krotko 10 akcji za 32 zt kazda;

e zajac dtuga pozycje w opcji kupna za 27 zi;

e ulokowac 320 — 27 =293 zt w instrumencie wolnym od ryzyka na okres 6 miesigcy.

W chwili wygasnigcia kontraktu opcyjnego T mozliwe sa dwa scenariusze:
1. Sy <X zt (np. St =25 z1), opcja jest poza cena i wygasa bez warto$ci, inwestor:
e zamyka pozycj¢ w instrumencie wolnym od ryzyka, ma 293*(1+ 0,06*%1/2) = 301,79 zl;
kupuje 10 akcji za m*St = 250 zi;
e zracji wygasnigcia opcji poza cena, jego prawa sg bez wartosci;
e zysk inwestora wynosi: 301,79 - 250 = 51,79 zt.
2. St 2 X (np. St= 35 z}), opcja jest w cenie, inwestor:
e zamyka pozycj¢ w instrumencie wolnym od ryzyka, ma 293*(1+ 0,06*%1/2) = 301,79 zl;
e wykonuje swoje prawo (z racji dtugiej pozycji w opcji kupna), dostaje m*(St — X) =
10*(35 —30) = 50 zk;
e kupuje 10 akcji za m*St =350 zk;
e zysk inwestora wynosi: 301,79 + 50 — 350 = 1,79 zt.

Zauwazmy, ze w pierwszym scenariuszu zysk jest zmienny. Im nizsza cena akcji w chwili
wygasnigcia opcji T na rynku kasowym tym wigkszy zysk inwestora. W drugim przypadku natomiast
zysk inwestora jest staty bez wzgledu na ceng akcji St na rynku kasowym.

Sprébujmy przeprowadzi¢ formalne rozumowanie.
Utworzmy w chwili t = 0 dwa portfele A oraz B:
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o portfel A — sktadajacy sie¢ z dlugiej pozycji w opcji kupna Cy oraz pozycji w instrumencie
wolnym od ryzyka w wysokos$ci m*X/(1+r*(T-0)) (czyli wartosci zdyskontowanej ceny
wykonania opcji);

e portfel B — sktadajacy si¢ z dtugiej pozycji w akcji m*S,.

Zobaczmy teraz jak wyglada wyptata z takich portfeli w chwili T.

Chwila obecna t=0 Data wykonania opcji t=T

Sr<X Sr>X
Portfel A:
e Opcja kupna Co m*St
e Instrument wolny od ryzyka m*X/(1+1r*(T-1)) m*X
Warto$¢ portfela A Co + m*X/(1+r*(T-t)) m*X m*St
Portfel B:
e Akcja m*S, m*St m*St
Wartosc¢ portfela B m*St m*Sr

Zauwazmy, ze w chwili t = T warto§¢
portfela A wynosi:

max(m*St, m*X) = m*max(St, X)

a portfela B:
m* ST

gdzie max(a,b) oznacza wigksza z dwoch liczb a oraz b. Czyli jesli a > b, to max(a,b) = a, w
przeciwnym wypadku max(a,b) =b.

Zatem warto$¢ portfela A jest zawsze wigksza badz rowna wartosci portfela B w chwili T:
warto$¢ portfela At > wartos¢ portfela Br

Jesli jest to prawda dla chwili T, to rdéwniez nierownos¢ ta jest prawdziwa dla dowolnej chwili t
warto$¢ portfela A, > warto$¢ portfela B,

1w szczegolnoscidlat=0
wartos¢ portfela Ay > wartos¢ portfela By

Zatem w dowolnej chwili t mamy zalezno$¢ pomigdzy wartosciami portfela nastepujaca

C; + m*X/(1 + r¥*(T-t)) > m*S,
czyli

Ce 2m*(S; - X/(1 + r*(T-t)))
W szczeg6lnosci dla t = 0 mamy
Co + m*X/(1 + r*(T-0)) > m*S,

i podobnie dla chwilit =0
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Co 2 m*(Sy - X/(1 + r*(T-0)))
Wiemy, ze zawsze C, > 0. Zatem mamy zaleznos¢
C; 2 m*max(S; - X/(1 + r*(T-t)),0)
Laczac ograniczenie od dotu i od gory na ceng opcji kupna uzyskamy zalezno$¢
m*max(S, - X/(1 + r¥*(T-t)),0) < C, < S, (14)

Jesli cena opcji jest ograniczona od dotu i od gory jak w zaleznosci (14), to na rynku bez kosztow
transakcji nie ma mozliwosci arbitrazu. Zaleznos$¢ (14) mozna przedstawic¢ graficznie (rys. 9).

Rys. 9. Ograniczenia na ceng opcji kupna jako funkcja ceny akcji
(obszar zakreskowany oznacza mozliwo$¢ arbitrazu)
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2.2. Rynek z kosztami transakcji (opcja kupna)

Powr6émy do naszego przyktadu. Zaktadamy teraz, ze na rynku mamy koszty transakcji. Niech koszty
otwarcia pozycji w kontrakcie opcyjnym wynosza 2,5% ceny opcji, jednak nie mniej niz 2 zt i nie
wigcej niz 15 zt, natomiast na rynku kasowym otwarcie/zamknigcie pozycji to 0,40% wartosci
transakcji.

Mamy zatem, na rynku akcjg nie ptacaca dywidendy z ceng So= 32 zt oraz opcj¢ kupna na 10 akcji, z
kursem wykonania X = 30 zt, wygasajaca za 6 miesigcy T = 0,5 roku. Cena opcji wynosi Cy = 330 zi.
Na rynku mozna lokowac i pozycza¢ $rodki po stopie wolnej od ryzyka r=6% w skali roku.

Co moze zrobic¢ racjonalny inwestor? Ot6z powinien:
e wystawi¢ opcje¢ kupna z ceng 330 zl, koszty tej transakcji to 0,025*330 = 8,25 zk;
e kupi¢ 10 akcji za 320 zt, koszty transakcyjne to 0,004*320 = 1,28 zl;
e ulokowac¢ 330 — 320 — 8,25 — 1,28 = 0,47 zt w instrumencie wolnym od ryzyka na okres 6
miesigcy.

W chwili wygasnigcia kontraktu opcyjnego T mozliwe sa dwa scenariusze:

1. St < X (np. St = 25 zl), opcja jest poza cena i wygasa bez warto$ci:
e 7z racji wygasnigcia opcji, inwestor nie ma zadnego zobowiazania wobec nabywcy opcji;
e zamyka pozycje w instrumencie wolnym od ryzyka, ma 0,47*(1+ 0,06%1/2) = 0,48 zk;
e sprzedaje akcje za 250 zl, koszty transakcji 0,004*250 = 1 zi;
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e zysk inwestora wynosi: 0,48 + 250 — 1 =249,52 zt.
2. St 2 X (np. St= 35 zl), opcja jest w cenie, inwestor:
e zamyka pozycje w instrumencie wolnym od ryzyka, ma 0,47*(1+ 0,06%1/2) = 0,48 zk;
e sprzedaje akcje za 350 zl, koszty transakcji 0,004*350 = 1,40 zi;
e wyplaca nabywcy opcji roznicg m*(St — X) = 10*(35 — 30) =50 zk;
e zysk inwestora wynosi: 0,48 + 350 — 50 — 1,40 = 299,08 zt.

Zauwazmy, ze w obu scenariuszach inwestor ma zysk z portfela arbitrazowego, pomimo
wystgpowania kosztow transakcji na rynku kasowym i opcji. W pierwszym scenariuszu zysk zalezy od
ceny akcji na rynku kasowym — im nizsza cena tym mniejszy zysk. W drugim scenariuszu, zysk jest
staly i nie zalezy od ceny akcji na rynku kasowym.

Ogodlnie, zaleznos¢ arbitrazowa z kosztami transakcji w dowolnej chwili t bedzie miata postaé
0 < m*S;— (1+ke)*C, (15)

gdzie: ks - koszty na rynku kasowym,
ke - koszty opcji call,
m - mnoznik.

Zakladamy, ze koszty wygasnigcia opcji, bez wzgledu na to czy jest w cenie czy poza cena, sa Zerowe.
Zauwazmy, ze nie znamy ceny akcji St w chwili wygasnigcia kontraktu opcyjnego, gdy tworzymy
portfel arbitrazowy. Zatem nie mozemy okresli¢, jakie beda koszty zamknigcia naszej pozycji
ks*m*St na rynku kasowym w chwili T. Gdyby$my zatozyli, ze koszty zamknigcia pozycji na rynku
kasowym ks*m*St = kg’ sa state, to nierownosc¢ (15) okreslalaby nam ograniczenie od géry na ceng
opcji.

Zobaczmy teraz, jak wyglada ograniczenie ceny opcji od dotu przy kosztach transakcji.
Zat6zmy, ze na rynku jest notowana akcja nie ptacaca dywidendy po Sy = 32 zt. Dostepna jest rowniez
opcja kupna na 10 akcji, z kursem wykonania 30 z1, ktéra wygasa za 6 miesiacy, T = 0,5. Opcja
kosztuje Cy = 27 zt.
Co moze zrobi¢ racjonalny inwestor? Ot6z powinien:

o sprzeda¢ krotko 10 akeji za 32 zt kazda, koszty transakeji 1,28 zt;

e zajac¢ dhuga pozycje w opcji kupna za 27 zt, koszty transakeji 2 zi;

e ulokowac¢ 320 — 1,28 — 27 — 2 =289,72 zt w instrumencie wolnym od ryzyka na okres 6

miesigcy.

W chwili wygasnigcia kontraktu opcyjnego T mozliwe sa dwa scenariusze:
1. St < X zt (np. St =25 z}), opcja jest poza cena i wygasa bez wartosci, inwestor:
e zamyka pozycj¢ w instrumencie wolnym od ryzyka, ma 289,72*(1+ 0,06*1/2) = 298,41
z1;
e kupuje 10 akcji za m*St = 250 zt koszty transakcji 1 zt;
e zracji wygasnigcia opcji poza cena, jego prawa sg bez wartosci;
e zysk inwestora wynosi: 298,41 —250 -1 =47,41 zt.
2. St 2 X (np. St= 35 z}), opcja jest w cenie, inwestor:
e zamyka pozycj¢ w instrumencie wolnym od ryzyka, ma 289,72*(1+ 0,06*1/2) = 298,41
z1;
e wykonuje swoje prawo (z racji dtugiej pozycji w opcji kupna), dostaje m*(St — X) =
10*(35 —30) = 50 zt;
e kupuje 10 akcji za m*St = 350 zl, koszty transakcji 1,40 zi;
e zysk inwestora wynosi: 298,41 + 50 — 350 — 1,40 = - 2,99 zl, czyli inwestor zrealizowat
strate.
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Czyli widzimy, ze w zalezno$ci od scenariusza na rynku akcji, inwestor zrealizuje zysk (jesli opcja
wygasnie poza cena) albo stratg (jesli opcja zostanie zrealizowana). Gdy poréwnamy rozumowanie
przeprowadzone dla sytuacji bez kosztow transakcji to uzyskamy nastepujaca zaleznosc¢

(1+ ko)*Cy + m*X/(1 + r*(T-t)) — (1- ks)*m*S, > 0 (16)
czyli

(1+ ko)*C; - max((1 - kg)*m*S; - m*X/(1 + r*(T-t), 0) > 0

2.3. Rynek doskonaly (opcja sprzedazy)

Przeprowadzmy podobne rozumowanie na ograniczenie gorne i dolne ceny opcji sprzedazy.
Zalézmy, ze na rynku jest kwotowana akcja nie ptacaca dywidendy z cena S¢=32 zl oraz opcja
sprzedazy na 10 akcji z kursem wykonania X = 30 zt, wygasajaca za 6 miesigcy T = 0,5 roku. Niech
cena opcji sprzedazy P, wynosi 310 zt. Zat6zmy, ze na rynku mozna lokowac¢ i pozyczac srodki po
stopie wolnej od ryzyka r=6% w skali roku. Zaktadamy, Ze nie ma kosztow transakcji.
Co moze zrobic¢ racjonalny inwestor? Ot6z powinien:

e wystawiC opcje sprzedazy z cena 310 zi;

e ulokowac 310 zt w instrumencie wolnym od ryzyka na okres 6 miesigcy.

W chwili wygasnigcia kontraktu opcyjnego w chwili T mozliwe sa dwa scenariusze:

1. St < X zl opcja jest w cenie (np. St = 25 zl):
e zamyka pozycje w instrumencie wolnym od ryzyka, ma 310*(1+ 0,06%1/2) = 319,30 zt;
e wyptaca nabywcy réznice m*(X - St) = 10*(30 — 25) = 50 z1;
e zysk inwestora wynosi: 319,30 - 50 = 269,30 zt.

2. St = X opcja jest poza cena (np. St = 35 z}), opcja wygasa bez wartosci, inwestor:
e zamyka pozycj¢ w instrumencie wolnym od ryzyka, ma 310*(1+ 0,06*%1/2) = 319,30 zl;
e zysk inwestora wynosi: 319,3 zt.

Zauwazmy, ze W obu scenariuszach inwestor ma zysk z portfela arbitrazowego. W pierwszym
scenariuszu zysk zalezy od ceny akcji na rynku kasowym — im nizsza cena tym mniejszy zysk. W
drugim scenariuszu, zysk jest staly i nie zalezy od ceny akcji na rynku kasowym.

Zatem mozemy poczyni¢ pierwsza obserwacj¢ (ograniczenie na ceng opcji sprzedazy od gory):
cena opcji na akcj¢ musi by¢ mniejsza badz rowna cenie tej akcji:

P.< m*X/(1 + r¥(T-t)) (17)

Przesledzmy to rozumowanie formalnie.
Gdyby nie zachodzita zaleznos¢ (17) bytby mozliwy arbitraz.
Zatozmy, ze w chwili t zachodzi zalezno$¢

P. > m*X/(1 + r*(T-t))

Zatem inwestor w chwili t wystawia opcj¢ sprzedazy za P, i taka kwotg lokuje w instrumencie wolnym
od ryzyka.

W chwili wygasnigcia kontraktu opcyjnego w chwili T mozliwe sa dwa scenariusze:

1. St < X opcja jest w cenie, inwestor:
e zamyka pozycj¢ w instrumencie wolnym od ryzyka; ma P*(1+r*(T-t)) > 0;
e wyplaca nabywcy opcji r6znicg: m*(X — St);
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e zysk inwestora wynosi: P, *(1+1(T-t)) - m*(X + St);

2. St > X opcja jest poza ceng i wygasa bez warto$ci, inwestor:
e zamyka pozycje w instrumencie wolnym od ryzyka; ma P:*(1+r*(T-t)) > O;
e zysk inwestora: P*(1+r*(T-t)) > 0.

Zobaczmy teraz, jakie jest ograniczenie na ceng opcji put od dotu.

Zal6zmy, ze na rynku jest kwotowana akcja nie ptacaca dywidendy z cena S¢=27 zl oraz opcja
sprzedazy na 10 akcji z kurs wykonania X = 30 zl, wygasajaca za 6 miesigcy T = 0,5 roku. Niech cena
opcji sprzedazy P, wynosi 15 zt. Zat6zmy, Zze na rynku mozna lokowacé i pozycza¢ srodki po stopie
wolnej od ryzyka r = 6% w skali roku. Zaktadamy, Ze nie ma kosztow transakcji.

Co moze zrobi¢ racjonalny inwestor? Ot6z powinien:
e pozyczy¢ z banku kwote 270 zt oraz 15 zt na zakup 10 akcji i opcji sprzedazy;
e kupi¢ akcje za 270 zt;
e kupi¢ opcje sprzedazy za 15 zt.

W chwili wygasnigcia kontraktu opcyjnego w chwili T mozliwe sa dwa scenariusze:

1. Sr<X ztopcjajest w cenie (np. St = 24 z}); inwestor:
e zamyka pozycje w akcji i opcji sprzedazy, dostaje: 10*¥24 + 10*(30 — 24) = 300 zt
e oddaje pozyczke do banku wysokosci: (270+15)*(1+0,06*0,5) = 293,55 zl;
e zysk inwestora wynosi: 300 — 293,55 zt = 6,45 zt.

2. St 2 X opcja jest poza ceng (np. St = 33 zt), inwestor:
e sprzedaje 10 akcji za 330 z;
e oddaje pozyczke do banku wysokosci: (270+15)*(1+0,06*0,5) = 293,55 zl;
e zysk inwestora wynosi: 330 — 293,55 = 36,45 zt.

Zauwazmy, ze W pierwszym scenariuszu zysk jest staly i wynosi 6,45 zt bez wzgledu na to jak niska
bedzie cena akcji. W drugim przypadku natomiast zysk inwestora jest zmienny. Im wyzsza cena akcji
na rynku kasowym tym wyzszy zysk inwestora.

Rozwazmy to ograniczenie na ceng opcji od gory od strony formalne;j.

Utworzmy w chwili t = 0 dwa portfele A oraz B:
o portfel A — sktadajacy sie z dtugiej pozycji w opcji sprzedazy p, oraz dtugiej pozycji w
akeji;
e portfel B — sktadajacy si¢ z gotowki w wysokosci X/(1+r*(T-t)).

Chwila obecna t=0 Data wykonania T
Sr<X Sr>X

Portfel A:
e Opcja sprzedazy Py m*X
e Akcja m*S, m*Sy
Wartos¢ portfela Py, + m*S, m*X m*St
Portfel B:
e (Gotowka m*X/(1+r*(T-t)) m*X m*X
Warto$¢ portfela m*X m*X

Zauwazmy, ze w chwili t = T warto§¢
portfela A wynosi:

max(m*St, m*X)
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a portfela B:
m*X
Zatem warto$¢ portfela A jest zawsze wigksza badz rowna wartos$ci portfela B:
warto$¢ portfela At > wartos¢ portfela Bt
jesli jest to prawda dla chwili T, to rowniez nier6wnos$¢ ta jest prawdziwa dla dowolnej chwili t
warto$¢ portfela A > wartos$¢ portfela B;
i w szczegolnosci dla t=0
warto$¢ portfela Ay > wartos¢ portfela By

Zatem w dowolnej chwili t mamy zalezno$¢ pomigdzy wartosciami portfela nastepujaca

Py + m*S, > m*X/(1 + r*(T-t))
czyli

P, > m*X/(1 + r*(T-t)) — m*S,
W szczegolnosci dla t=0 mamy

Py > m*X/(1 + r*(T-0)) — m*S,

Wiemy, ze P, > 0. Laczac ten fakt z wezesniejszym rozumowaniem, mamy zalezno$¢
P, > m*max(X/(1 + r*(T-t)) - S,0)
Laczac ograniczenie od dotu i od gory na ceng opcji kupna uzyskamy zalezno$c¢

m*max(X/(1 + r*(T-t)) - S;,0) < P, <m*X/(1 + r*(T-t))

2.4. Rynek z kosztami transakcji (opcja sprzedazy)

Powr6émy do naszego przyktadu. Zaktadamy teraz, ze na rynku mamy koszty transakcji. Niech koszty
otwarcia pozycji w opcji put wynosza 2,5% ceny opcji, jednak nie mniej niz 2 zI i nie wigcej niz 15 zi,
natomiast na rynku kasowym otwarcie/zamknigcie pozycji to 0,40% wartosci transakcji.
Na rynku jest kwotowana akcja nie placaca dywidendy z cena Sy=32 zt oraz opcja sprzedazy na 10
akcji z kursem wykonania X = 30 zt, wygasajaca za 6 miesiecy T = 0,5 roku. Niech cena opcji
sprzedazy P, wynosi 310 zt. Zat6zmy, ze na rynku mozna lokowac i pozyczaé srodki po stopie wolne;j
od ryzyka r=6% w skali roku.
Co moze zrobic racjonalny inwestor? Ot6z powinien:

e wystawi¢ opcje sprzedazy z ceng 310 zl, koszty transakcji wynosza 7,75 zk;

e ulokowac 310 — 7,75 = 302,25 zt w instrumencie wolnym od ryzyka na okres 6 miesigcy.

W chwili wygasnigcia T opcji put mozliwe sa dwa scenariusze:
1. St < X zt opcja jest w cenie (np. St =25 z}):
e zamyka pozycj¢ w instrumencie wolnym od ryzyka, ma 302,25*(1+ 0,06*1/2) = 311,32
z1;
e wyptaca nabywcy réznice m*(X - St) = 10*(30 — 25) = 50 z1;
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e zysk inwestora wynosi: 311,32 - 50 =261,32 zt.
2. St = X opcja jest poza cena (np. St = 35 z}), opcja wygasa bez wartosci, inwestor:
e zamyka pozycje w instrumencie wolnym od ryzyka, ma 302,25*(1+ 0,06*%1/2) = 311,32
z1;
e zysk inwestora wynosi: 311,32 zt.

Powtarzajac rozumowanie dla ogdélnych wielkosci dostaniemy zalezno$é
(1 —kp) Pe< m*X/(1 + r*(T-t)) (18)

gdzie kp koszty opcji put.
Jesli nier6wnos¢ ta nie jest spetniona istnieje mozliwo$¢ arbitrazu.

Zobaczmy jak wygladaja ograniczenia od dolu na opcj¢ put na rynku z kosztami transakcji. Zatézmy,
ze na rynku jest kwotowana akcja nie ptacaca dywidendy z cena So= 15 zI oraz opcja sprzedazy na 10
akcji z kursem wykonania X = 30 zt, wygasajaca za 6 miesiecy T = 0,5 roku. Niech cena opcji
sprzedazy P, wynosi 24 zt. Zatézmy, ze na rynku mozna lokowac i pozycza¢ §rodki po stopie wolnej
od ryzyka r = 6% w skali roku. Zaktadamy, ze nie ma kosztow transakcji.

Co moze zrobi¢ racjonalny inwestor? Ot6z powinien:
e pozyczy¢ z banku kwote 270 zt oraz 15 zt na zakup 10 akcji i opcji sprzedazy oraz
dodatkowo na koszty transakcji akcji (1,08 zt) i opcji put (2 zb);
o kupic akcje za 270 zt, koszty transakcyjne 1,08 z;
e naby¢ opcje sprzedazy za 15 zt, koszty transakcyjne 2 zt.

W chwili wygasnigcia kontraktu opcyjnego w chwili T mozliwe sa dwa scenariusze:
1. St < X zt opcja jest w cenie (np. St = 24 z}); inwestor:
e zamyka pozycje w akcji i opcji sprzedazy, dostaje: 10%¥24 + 10*(30 — 24) = 300 zt; koszty
na rynku akcji wynosza 0,96 z1;
e oddaje pozyczke do banku wysokosci: (270+15+1,08+2)*(1+0,06*0,5) = 296,72 zi;
e zysk inwestora wynosi: 300 — 0,96 — 296,72 zt = 2,32 zt.
2. St 2= X opcja jest poza cena (np. St = 33 z}), inwestor:
o sprzedaje 10 akcji za 330 zl; koszty transakcyjne wynosza 1,32;
e oddaje pozyczke do banku wysokosci: 288,08*(1+0,06%0,5) = 296,72 zi;
e zysk inwestora wynosi: 330 — 1,32 — 296,72= 31,96 zt.
Zauwazmy, ze rowniez na rynku z kosztami transakcji, inwestor ma zysk bez ryzyka. W pierwszym
scenariuszu zysk jest staty 1 wynosi 2,32 zt bez wzgledu na to jak niska bedzie cena akcji. W drugim
przypadku natomiast zysk inwestora jest zmienny. Im wyzsza cena akcji na rynku kasowym tym

wyzszy zysk inwestora.

Powtarzajac rozumowanie przedstawione dla rynku bez kosztow, mozemy analogiczne przeprowadzic¢
teraz. Wtedy ograniczenie na ceng opcji sprzedazy od dotu bedzie miato postac:

(1+k,)*P, > m*max(X/(1 + r*(T-t)) — (1+ ts)*S,,0) (19)

Jesli zaleznos$¢ (19) nie zachodzi mamy mozliwos¢ arbitrazu na rynku z kosztami transakcji

2.5. Put-call parity

Mozna zauwazy¢, ze dluga pozycja w kontrakcie futures jest rownowazna dlugiej pozycji w
europejskiej opcji kupna (z cena Cy) i krotkiej pozycji w europejskiej opcji sprzedazy (z cena Py) z
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terminem T i ceng wykonania X jak kontrakt futures. Czyli inaczej jest to parytet put-call (put-call

parity):
Ci— P =S, — X/(141*(T-t)) (20)

Gdyby nie zachodzita rownos¢ (20) bytaby mozliwos¢ arbitrazu.

Jesli uwzglednimy fakt, ze cena futures F(t,T) = S¢*(1+r*(T-t)), to zalezno$¢ (20) mozemy przedstawic¢

jako
C.— P, =F(,T)/(1+r*(T-t)) — X/(1+r*(T-t)) (21)

czyli
C.— P, = (F(t,T) — X)/(1+r*(T-t))

lub inaczej

(Co— PY*(14r%(T-t)) = F(t,T) — X (22)

Gdy wezmiemy pod uwagge koszty transakcji rownos¢ (21) bedzie miata postaé:
(1+kc)*Cy — (1 — kp)*P, = (1+kg)*S; — X/(1+r*(T-t)) (23)
Natomiast, gdy wezmiemy pod uwagg kontrakt futures z ceng F(t,T) zamiast rynku spot uzyskamy
(1+ke)*Cy — (1 — kp)*P, = (kr + F(t,T))/(1+1*(T-t)) — X/(1+1*(T-t)) (24)
i w konsekwencji

((I+ke)*Ci = (1 = kp)*P)*(1+1*(T-t)) = ke + F(t,T) - X (25)

Zobaczmy czy dziata put-call parity na GPW. Bedziemy rozwaza¢ indeks WIG20, kontrakt
czerwcowy na indeks FW20M4 oraz opcje kupna i sprzedazy indeksu. Dla ustalenia uwagi zatozmy,
ze stopa dywidendy q=0. Najpierw rozwazmy sytuacje¢, gdy nie ma kosztow transakcji, a nastgpnie
przypadek z kosztami transakcji.

W dniu 21 maja 2004 roku na zamknigcie notowan ciagtych, cena kontraktu czerwcowego F(t,T) =
1670, cena opcji kupna z kursem wykonania X=1600 punktow wynosita C, = 86,0 a cena opcji
sprzedazy za taka sama ceng wykonania wynosita P, = 20,95. Zalézmy, ze stopa wolna od ryzyka r =
5,4%.

Dla takich parametrow, zaleznos¢ (21) nie jest spetniona. Racjonalny inwestor powinien:
e pozyczy¢ z banku 860,0 — 209,5 = 650,50 zi;
e naby¢ opcje kupna za 860,0 zt;
e wystawi¢ opcje sprzedazy za 209,50 zt;
e zajac krotka pozycje w kontrakcie czerwcowym po 1670 punktow.

W chwili wygasnigcia opcji i kontraktu, czyli 18 czerwca 2004 roku mozliwe sa dwa scenariusze:
1. St <1600 punktow (np. St = 1500 punktow):

kontrakt futures daje wyptate 10*(1670-1500) = 1700 z1;

opcja kupna wygasa bez wartosci;

krotka pozycja w opcji sprzedazy generuje przeptyw 10*(1500 — 1600)= -1000 zt;

do banku inwestor oddaje 650,50*(1+,0054*0,08)=653,19 zi;

zysk inwestora wynosi: 1700 — 1000 — 653,19 = 46,81 zl.
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2. St 2 1600 punktow (np. St = 1700 punktow):
kontrakt futures daje wyptate 10*(1670-1700) = -300 zi;
opcja kupna generuje przeptyw 10*(1700-1600) = 1000 zi;
opcja sprzedazy wygasa bez wartosci;
do banku inwestor oddaje 650,50*(1+,0054*0,08)=653,19 zt
e zysk inwestora wynosi: 1000 — 300 — 653,19 = 46,81 zl.
Zysk inwestora w obu przypadkach bedzie taki sam, bez wzgledu na zrealizowany scenariusz na rynku
kasowym.
Zobaczmy jak bedzie wygladata mozliwos¢ arbitrazu, jesli na rynku mamy koszty transakcji. Zatem w
rozwazanym przypadku kg = 12 zt, k¢ = 15 zt, kp = 5,24 z1.
W konsekwencji lewa strona zaleznosci (25) wynosi 670,34 zl, a prawa strona 752 zt. Zatem jest
mozliwy arbitraz. W takiej sytuacji, racjonalny inwestor powinien:
pozyczy¢ z banku 860,0 + 15 —209,5 + 5,24 + 12 = 682,74 z1;
naby¢ opcj¢ kupna za 860,0 zt, przy kosztach transakcji 15 zl;
wystawi¢ opcje sprzedazy za 209,50 zt, przy kosztach transakcji 5,24 zt;
zaja¢ krotka pozycje w kontrakcie czerwcowym po 1670 punktow, przy kosztach transakcji
12 zt.

W chwili wygasnigcia opcji i kontraktu mozliwe sa dwa scenariusze:

1. St <1600 punktow (np. St = 1500 punktow):

kontrakt futures daje wyptate 10*(1670-1500) = 1700 z1;

opcja kupna wygasa bez wartosci;

krotka pozycja w opcji sprzedazy generuje przeptyw 10*(1500 — 1600)= -1000 zt;
do banku inwestor oddaje 682,74*(1+,0054*0,08)=685,56 zi;

zysk inwestora wynosi: 1700 — 1000 — 685,56 = 14,44 zi.

2. St 2 1600 punktow (np. St = 1700 punktow):

e kontrakt futures daje wyptatg 10*(1670-1700) = -300 zt;
opcja kupna generuje przeptyw 10*(1700-1600) = 1000 zi;
opcja sprzedazy wygasa bez wartosci;
do banku inwestor oddaje 682,74*(1+,0054*0,08)=685,56 zt
zysk inwestora wynosi: 1000 — 300 — 685,56 = 14,44 zt.

W obu scenariuszach zatozyliSmy, ze przy wygasnigciu opcji i kontraktu nie ma dodatkowych optat.

Powyzej przedstawili$my ograniczenia dolne i gérne na opcje kupna i sprzedazy oraz put-call parity. Z
racji nieliniowej funkcji wyplaty opcji, mozemy konstruowac¢ wiele innych strategii opcyjnych i przy
okreslonych warunkach uzyskiwac portfele arbitrazowe.

Jerzy A. Dzieza
Wydziat Matematyki Stosowane;j
Akademia Gorniczo-Hutnicza w Krakowie

28



